M

MUSTER

PRUFUNG

- Losungshinweise -

zum Erwerb der Fachhochschulreife

Musterpriifung Nr. 004 zum Fachabitur

an Fachoberschulen und Berufsoberschulen

Mathematik

Nichttechnische Ausbildungsrichtungen

Notenschliissel:

Note | Punkte | Bewertungseinheiten
von bis
+ 15 100 96
1 14 95 91
- 13 90 86
+ 12 85 81
2 11 80 76
- 10 75 71
+ 9 70 66
3 8 65 61
- 7 60 56
+ 6 55 51
4 5 50 46
- 4 45 41
+ 3 40 34
5 2 33 27
- 1 26 20
6 0 19 0

Ergibt die Gesamtsumme der Bewertungseinheiten n,5,

so wird einmalig zugunsten des Priflings aufgerundet.

Keine amtliche Priifung; nur fiir Unterricht und Priifungsvorbereitung. © Stefan Sigl
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f(x)=x(x*—6x +9) = x(x — 3)*

x; = 0 (einfache Nullstelle); x,.; = 3 (doppelte Nullstelle)
fl(x)=3x>-12x+9=3(x—-1)(x—3); f'(x)=0= x=1oderx=3
Vorzeichenvon f': +firx <1, —firl <x <3, +flirx >3

= Hochpunkt H(1|4), Tiefpunkt T'(3|0)

Randwerte: f(0) =0, f(4) =64 —-96+36 =4

Im Intervall liegen der Hochpunkt (1 | 4) und der Tiefpunkt (3 | 0); groBter Wert 4,
kleinster Wert 0.

Wertemenge: W = [0;4]

12—-6
35-25 0
Bestatigung: p'(x) = 2x, p'(3) = 6 - die Tangentensteigung stimmt mit dem abgelese-
nen Wert (iberein.
t:y=6x+bmitP:9=6-34+b = b=-9, alsot: y=6x—9

Steigungsdreieck zwischen den Rasterpunkten (2,5|6) und (3,5|12) auf t: m =

Bewertung: 1 BE Steigung aus der Abbildung, 1 BE Ableitung an der Stelle, 1 BE Ansatz mit P, 1
BE Gleichung.

Beide Teilterme liefern an der Stelle 2 denselben Wert: 22 = 4und 3 - 2 — 2 = 4; der
Graph hat dort keinen Sprung.
Steigung links: (x?)’ = 2x, an der Stelle 2 also 4; Steigung rechts: 3.

Die Steigungen stimmen nicht tberein: Der Graph von g hat an der Stelle x = 2 einen
Knick; g ist dort nicht differenzierbar.

Bewertung: volle BE nur mit Vergleich der Funktionswerte und der Steigungen von links und
rechts.

Stammfunktionen: K(x) = e** + x + C (Probe: K'(x) = 2e** + 1)
K0)=1+C=0= C=-1: K(x)=e*+x-1
Spiegeln an der x-Achse: x — —e*; verschieben um 2 nach oben: x —» —e* + 2

Fir x - —oo gilte* — 0: Asymptote y = 2

Keine amtliche Priifung; nur fir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 2
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1.2

21

2.2

3.1

3.2

Schitzwert: P(Z) ~ % — 0,62

Nach dem empirischen Gesetz der grof3en Zahlen stabilisiert sich die relative Haufigkeit
bei vielen Versuchen; bei 1000 Wiirfen ist sie ein guter Schatzwert fiir die Wahrschein-
lichkeit.

Zwei mogliche Ergebnisse bedeuten nicht, dass sie gleich wahrscheinlich sind (kein
Laplace-Experiment): Der Kronkorken ist nicht symmetrisch gebaut (Zacken, Schwer-
punkt). Die Messung mit 62 % bei 1000 Wiirfen widerspricht der Annahme von 50 %
deutlich.

Bewertung: 1 BE fehlende Gleichwahrscheinlichkeit, 1 BE Bezug auf die Messung.

A A )
M| 0,25 0,10 0,35
M| 0,35 0,30 0,65
> | 0,60 0,40 1

P(ANM) 025
Py(M) = AnM) _ ~ 0,42

P(A) 0,60
Anzahl der Eisbecher: 10 - 10 - 10 = 1000
Wabhrscheinlichkeit fiir die Lieblingsbelegung: ﬁ = 0,001

p="%_o072

Glnstige Becher: 10 -9 - 8 = 720;
1000

Keine amtliche Priifung; nur fiir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 3
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4| 1.1 14 Uhr entspricht t = 8. GroBter Wert: P(8) = 12,8 und P’(8) = 0 (waagrechte Tangen-
te).

P(8) = 512a+64b =12,8; P'(t) =3at?+2bt, P'(8) =192a+16b=0 = b= —12a
512a — 768a = 12,8 = a = —0,05; b = 0,6; P(t) = —0,05¢3 + 0,62

Bewertung: 2 BE fir die begriindeten Bedingungen (Maximum = P’(8) = 0).
4| 1.2 P'(t)=-0,15t>+1,2t; P"(t)=-0,3t +1,2

P"(t) =0 = t = 4; P” wechselt dort das Vorzeichen von + nach —: gréRte Zunahme
der Leistung (Wendestelle; an den Randern ist P’(0) = 0, P'(12) < 0).

P'(4) = =2,4 + 4,8 = 2,4: Um 10 Uhr (t = 4) nimmt die Leistung am starksten zu, um
2,4 kKW pro Stunde.

3| 1.3 Stammfunktion: F(t) = —0,0125t% 4 0,2¢3

8
Vor 14 Uhr: / P(t)dt = F(8) — F(0) = —51,2 + 102,4 = 51,2 (in kWh)
0

12
Nach 14 Uhr: f P(t)dt = F(12) — F(8) = 86,4 — 51,2 = 35,2 (in kWh)
8

Die Aussage trifft nicht zu: Der Graph ist zur Geraden ¢t = 8 nicht symmetrisch; vor 14
Uhr wird deutlich mehr Energie geliefert (8 Stunden Anstieg gegeniiber 4 Stunden Ab-
fall).

Bewertung: volle BE nur mit beiden Integralen und Begriindung tiber die fehlende Symmetrie
bzw. die Zeitdauern.

Fortsetzung siehe ndichste Seite

Keine amtliche Priifung; nur fir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 4
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1.5

1.6

21

2.2
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12
f P(t)dt = F(12) — F(0) = —259,2 + 345,6 = 86,4
0

Die Anlage liefert an diesem Tag 86,4 kWh.
Mittlere Leistung: P = S6ARWR _ 7.2kW

Nach dem Modell ist P(12) = 0; die App zeigt um 18 Uhr noch 0,4 KW: Das Modell un-
terschatzt die Leistung am Abend etwas (Abweichung klein gegenliber dem Maximum
von 12,8 kW).

Fir t > 12 liefert das Modell negative Werte (z. B. P(13) < 0), die physikalisch sinnlos
sind. Es darf nur fir 0 < t < 12 verwendet werden; die Abendstunden mit schwacher
Restleistung beschreibt es nicht.

Bewertung: 1 BE Vergleich mit dem App-Wert, 1 BE negative Werte, 1 BE Giiltigkeitsbereich.
In(3
N(10)=6 = 2e!% =6 = el0%k =3 = kz%zO,ll

2e0,11t > 100 = eO,llt >50 = t> @ ~ 35,6

>

Nach etwa 35,6 Stunden ist die Halfte des Grenzwerts (100 Millionen pro Milliliter)
Uberschritten.

Fortsetzung siehe ndichste Seite

Keine amtliche Priifung; nur fir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 5
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4| 2.6

3| 2.3 Verdorben: 2%t =200 = ¢ =

1n(100)

~ 41,9

s

Von der Halfte bis zum Grenzwert vergehen nur 41,9 — 35,6 =~ 6,3 Stunden - genau die
Verdopplungszeit % ~ 6,3.

Die Aussage ist falsch: Die Anzahl verdoppelt sich in gleichen Zeitabstanden; die letzte
Verdopplung dauert so lange wie jede andere, nicht so lange wie der ganze bisherige

Anstieg.

Bewertung: volle BE nur mit Begriindung tiber die konstante Verdopplungszeit.

3| 2.4 N(@) =022e%11:  N(20) = 0,22e>2 x 2,0

Nach 20 Stunden nimmt die Bakterienanzahl momentan um etwa 2 Millionen pro Milli-
liter und Stunde zu.

t |0| 10| 20 | 30 | 40
N(@) | 2|60 181|542 | 162,9

AN@®)

160

120 G /

80 /

" /

/,
— 4

o 10 20 30 40

Firt — oo gilt N(t) — oo; die Anzahl ist aber durch die Nahrstoffe auf hchstens 1000
Millionen pro Milliliter begrenzt. Das Modell eignet sich daher nicht fiir beliebig lange
Zeiten.

2911 = 1000 = ¢ = ~ 56,5: Spatestens ab etwa 56,5 Stunden gilt das Modell

sicher nicht mehr (in Wirklichkeit flacht das Wachstum schon friiher ab).

1n(500)

Bewertung: 2 BE Begriindung tiber das Verhalten fiir t — oo, 2 BE Zeitpunkt.

Keine amtliche Priifung; nur fir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 6
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e ™™ > 0ftrallex: g(x) =0 < x+ 1 = 0; Nullstelle x = —1
X — 4+o00:e™* - 0 ,setzt sich gegen“ x + 1 durch: g(x) — 0

X— —00:X+1— —counde™

— +00: g(x) - —o0

Produktregel: g'(x) =1-e™* +(x+1) - (—e ™) = —xe™*

g'(x) =0 < x = 0; Vorzeichenvon g’: + fir x < 0, — firx > 0

g(0) = 1: Hochpunkt H(0|1)

g'x)=—e* +xeF*=(x-1De™ g'x)=0 = x=1

g"(x) < 0firx < 1: G rechtsgekrimmt; g"(x) > 0 fir x > 1: G, linksgekrimmt

g(1) = z ~ 0,74: Wendepunkt W<1 | 2)

b -13 | -1|{-05|0 1 2 3 4
g(x)|-1,10| 0 | 082 |1]|0,74| 0,41 | 0,20 | 0,09

Yy
1\ H
yd ~_ W
/ \\ yal
\\\\ Ug
N, I —
o 1 2 3 4
/
/

Gx)=——ee*+(x+2)e*=(x+De*=gkx) v/
Das Flachenstiick liegt zwischen der Nullstelle —1 und der y-Achse; dort ist g(x) > 0:

0
f g(x)dx = G(0)—-G(-1) = -2—(—e) =e— 2~ 0,72 (FE)
-1

Differenz: g(x) —e™* =xe™* > 0flir0 < x < 2.
Nach 1.2 ist g'(x) = —xe™, also ist —g eine Stammfunktion von x e™*:

2
f xeXdx=[- g(x)]z =g(0)—g2)=1- e_32 ~ 0,59 (FE)
0

Bewertung: volle BE auch fiir andere korrekte Wege (z. B. Stammfunktionen von g und e ge-
trennt).

Fortsetzung siehe ndichste Seite

Keine amtliche Priifung; nur fir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 7
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2.2

23

3.1

3.2

3.3

Boden: Lange 48 — 2x, Breite 30 — 2x; Hohe x

V(x) = x(48 — 2x)(30 — 2x) = x (1440 — 156x + 4x?) = 4x> — 156x? + 1440x
Sinnvoll: x > 0 und 30 — 2x > 0, also Dy, = ]0; 15[

V'(x) = 12x* — 312x + 1440 = 12 (x? — 26x + 120) = 12(x — 6)(x — 20)
V'(x)=0=> x=6 (x=20¢ Dy); V"(x) =24x-312, V"(6) = —168 < 0: Maximum
Abmessungen: 36cm X 18cm X 6 cm; V(6) = 6 - 36 - 18 = 3888 (in cm?), also etwa
3,9 Liter.

Werden Lange und Breite des Blechs verdoppelt, so ist die ganze Figur im MaBstab
2 : 1 vergroBert; die optimale Schachtel ist die im MaB3stab 2 : 1 vergroerte Schachtel
aus 2.2 (x = 12).

Beim VergroRern mit dem Faktor 2 werden alle drei Kanten doppelt so lang, das Volu-
men wird 23 = 8-mal so grof3: 8 - 3888 = 31104 (in cm?).

Die Aussage ist falsch: Das groBtmogliche Volumen verachtfacht sich.

Bewertung: volle BE nur mit Begriindung tiber die Ahnlichkeit (Faktor 23); eine erneute vollstan-
dige Rechnung ist nicht verlangt.

r(t)=0 < >?—-8t+12=0 < t=2odert = 6 (Schnittpunkte von G, mit der
t-Achse)

r(t) > 0fir0 <t <2und6 <t < 8: Die Wassermenge nimmt zu.

r(t) < 0flr 2 < t < 6: Die Wassermenge nimmt ab.

8
.. 8
Anderung der Wassermenge: / r(t)dt = [%t3 - 212 + 6t] = % — 128 +48 = 13—6
0
0
Wassermenge nach 8 Stunden: 20 + 13—6 ~ 25,3 (in m3)

Die Wassermenge V(t) = 20 + fot r(s) ds hat bei t = 6 ein lokales Minimum (r wechselt
von — nach +).

V(6) = 20 + (36 — 72 + 36) = 20 - genauso viel wie zu Beginn (V(0) = 20); bei t = 8
ist V groBer.

Die Behauptung ist nur teilweise richtig: Nach 6 Stunden ist die Wassermenge zwar mi-
nimal, aber zu Beginn war genauso wenig Wasser im Pool (Randminimum gleich groR).

Bewertung: 1 BE lokales Minimum, 1 BE Wert V(6), 1 BE Vergleich mit dem Randwert.

Keine amtliche Priifung; nur fiir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 8
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X: Anzahl der Gewinnlose, X ~ B(5; 0,3)

PX=2)= (;) .0,3%2-0,72 =0,3087; P(X>1)=1-0,7° =0,83193

P(X>1)=1-0,7">0,95 = 0,7" < 0,05 = n-1In(0,7) < In(0,05)
> 1n(0,05)

— In(0,7)
Man muss mindestens 9 Lose kaufen.

~ 8,4 (Umkehr des Ungleichheitszeichens wegen In(0,7) < 0)

Reinerl6s pro Los: Niete 2 €, Trostpreis 2€ — 1€ = 1 €, Hauptpreis 2€ — 10€ = —8 €

xin€ 2 1 -8
P(X = x) 0,70 0,25 0,05
E(X)=2-0,70+1-0,25+ (—8) - 0,05 = 1,25

Auf lange Sicht nehmen die Veranstalter im Mittel 1,25 € pro verkauftem Los ein.

Baumdiagramm: erste Stufe S (0,6) / S (0,4), zweite Stufe M / M mit 0,5 bzw. 0,2.
P(M)=0,6-0,5+0,4-0,2=0,30 + 0,08 = 0,38
0,30
P =
M(S) 0.38
Unter den Kaufern mehrerer Lose sind etwa 79 % Schiilerinnen und Schiiler, deutlich
mehr als ihr Anteil von 60 % unter allen Loskaufern: Sie kaufen haufiger mehrere Lose.

~ 0,789

TestgroRe X: Anzahl der Gewinnlose unter 50; X ~ B(50; p)

Hy: p>0,3; H;: p<0,3; AblehnungsbereichA ={0; ...; k}

R 5(X < k) < 0,05:

P(X <9) =0,04023, P(X <10) =0,07885 = k=9

Entscheidungsregel: Sind hdchstens 9 der 50 Lose Gewinnlose, wird H, abgelehnt und
die Vermutung der Besucher als gestlitzt angesehen; sonst nicht.

8 liegt im Ablehnungsbereich: H,, wird abgelehnt; die Vermutung, dass weniger als 30 %
Gewinnlose in der Trommel sind, wird gestitzt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Entscheidung falsch ist (Fehler 1. Art), betragt héchs-
tens 5 %.

Keine amtliche Priifung; nur fir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 9
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B B >
E| 0,30 0,15 0,45
E | 0,40 0,15 0,55
> | 0,70 0,30 1
0,30 0,40
Pr(B) = ~ . P=(B) = ~ 2
£(B) 045 ~ 0667 =(B) 055 ~ 0727

Die Aussage trifft zu: Von den E-Book-Nutzern leihen etwa 67 % gedruckte Blicher aus,
von den Ubrigen Mitgliedern etwa 73 %. Die Ereignisse E und B sind stochastisch ab-
hangig.

Bewertung: volle BE nur bei Vergleich bedingter Wahrscheinlichkeiten (nicht nur 0,30 mit 0,70).

yin€ 4 5 6 9
P(Y =y) 0,15 0,40 0,15 0,30
E(Y)=4-0,15+5-0,40+6-0,15+9-0,30 = 6,20
Auf lange Sicht zahlt ein Mitglied im Mittel 6,20 € Monatsgebihr.

Mit der neuen Gebiihr x: E(Y) =0,15-4+0,40-5+0,15-6 4+ 0,30 x = 3,50 + 0,30 x

3,50 + 0,30 x = 6,50 = x = 10: Die Geblihr fiir Mitglieder, die beides nutzen, misste
10 € betragen.

20 Mitglieder, jeweils Treffer ,leiht gedruckte Biicher aus“ mit p = 0,7; bei vielen Mit-
gliedern ist die Auswahl anndhernd unabhangig und p konstant: Z ~ B(20; 0,7)

P(Z = 14) = B(20; 0,7; 14) = B(20; 0,3; 6) = 0,19164
P(Z > 16) = P(hochstens 4 ohne gedruckte Blicher) = Z?:o B(20; 0,3; i) = 0,23751

Anzahl der méglichen Plane: 5! = 120

Krimi am Montag und Gedichtabend am Freitag: Die Ubrigen drei Lesungen verteilen

sich auf drei Abende: 3! = 6
6
P = m = 0,05

Keine amtliche Priifung; nur fiir Unterricht und Priifungsvorbereitung. 10



